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Exercice 1, L'ensemble S 2 , muni de l'addition habituelle et de la loi externe \.{x, y) = (Ai, y), 
est-il un espace vectoriel sur R? Même question si l'on pose \.(i,y) = (Ai. 0). 

Exercice 2. Dans chaque cas, F est-il un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel El 

1. E = R\ F = j(x,y)eR 2 /x^-:0|, 

2. £ = R 3 ,F^((i,y l2 )6îl 3 /ifi/+ï>0|. 

3. E = C 3 , F={{x iyi z)€C 3 /x-3iy-z-0}. 

4. E = K\X) y F = {Pe K[X] I P(X + 2) = 2P(X + 1) - P(X)}, 

5. E = K[X), F - [P € /C[X] / P{X 2 ) - P 2 (X) = P'{X)} 

6. £ = .F(R, R), F est l'ensemble des fonctions f :R-»R deux fois dérivables et solutions 
de l'équation différentielle /* -t- 4/' - 3/ = 0. 

Exercice 3. Dans £ — R 3 , soient u= (-1,2,1), l- = (0,1,-1) et w = (3, -4, -5). 

1. Montrer que {u, l-} est libre et que {«, u, u.} est liée. 

2. Déterminer j: € R pour que (i, 1,2) € Vect{rj,u}. 

3. Soient u' = (1,0, -3) et v' = (-2,5,1). Montrer que Vect{u,r} = Vect{u',i/}. 

4. Que peut-on dire de la famille {u', r/. rx'} ? 

Exercice 4. Dans F - R^. on considère les vecteurs Ui = (-1,1, -1), U2 = (1,2, 4), v* - 
(3,-l,o), v*= (2,3,6). 

1. Déterminer les réels a et 6 pour Vect{j;i,i^} =* Vect{v3 t t T j}. 

2. Trouver un vecteur u/ € £ tel que B = {1/1, t.'j, u;} soit une base de E. 

Exercice 5. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. 

L Montrer que Fut.' est un sous-espace vectoriel de £ si et seulement si F C G ou G C F. 
2. En déduire que si F 4 & & G 4 E, alors FuG ^ E. 

Exercice 6. Soient 3?i,.*. . ip,.i>n des vecteurs d'un espace vectoriel £\ Montrer que si la 
famille {xi t ... t x p } est libre et la famille {xi, . . . , x p , x p( -i( est liée, alors le vecteur x p *i est 
combinaison linéaire de X\. . . ,x p . 

Exercice 7. Trouver une base et la dimension du sous-espace vectoriel F de R 3 formé des 
vecteurs u = {x, y, z) e R 3 solutions du système suivant : 



i 



x- y — z = 
x+2j/ + * =0 
x + 3y + 3z =0 
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Exercice Ô. Soit l'espace vectoriel E = R./X] des polynômes réels de degrés < 71 et a € R. 

1. Montrer que la famille {Pq,Pi, P„}. avec P k * (X- a) k . est une base de E. 

2. Donner les coordonnées du monôme X* (0 < A; < n) dans cette base. 

3. Exprimer les coordonnées dans cette base d'un polynôme quelconque P € E. 

Exercice 9. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R et {a|, . . , ,a„] une base de E. 
Les familles suivantes sont-elles des bases de E? 

k 

1. {ii,..., i n } avec a*- £>. 

2- {|/i ? . . . , î/ n } avec y k = a k - a A+J (1 < k < n - 1) et j/„ = a* - Oj. 

Exercice 10. Dans l'espace vectoriel E = .FfR.R), on considère les fonctions /„ définies par 

/ n (x)=sm(7ia:)(:neN-). 

1. Montrer que pour tout n > 1. la famille {/i, . . - ,/n( est libre. 

2. En déduire que ^(S, R) n'est pas de dimension finie. 

3. Même question en remplaçant /..(x) par S„(x) = e' 
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Exercice 11. Soit E un espace vectoriel sur A' et (F n ) n >i une suite croissante de sous-espaces 
vectoriels de E, c'est à dire, F„ Ç F n * t Vtp > 1. 

1. Montrer que l'ensemble F — \J n>} F n est un sous-espace vectoriel de E. 

2. En déduire que si E est de dimension finie sur K, alors la suite (F n ) n >i est stationnaire. 

3. On prend E = K[X] et F n - K n [X\. Les résultats précédents subsistent-elles ici? 

Exercice 12. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies sur le corps K. 

1. Montrer que si {a ]T .. .,a n } est une base de E et {b l b p \ est une base de F, alors 

la famille {(û,,6j) / 1 < i < n et 1 < y < p) est une base de l'espace vectonef pnxfcrt 

2. En déduire cjue dim(E x F) = dim£ + dimF. 

Exercice 13. Dans l'espace vectoriel E = C 3 sur K = C, on considère le sous-espace vectoriel 
F = {(*, y, z) e E I 2x + y - z = 0}. 

1. Donner une base et la dimension de F. 

2. Soit G = Vect{(l,l,i;}. Montrer que E = F0G. 

Exercice 14. Soient F et 6' deux sous-espaces vectoriels de dimensions 3 d'un espace vectoriel 
E de dimension 5. Montrer que FHG ^ {0 £ }. 

Exercice 15. Dans E = R 4 , soient les vecteurs u = (1,0.1,0),!; = (0,1, -1.0), ui ^ 
(1. 1, 1. 1). x = (0.0,1,0). y = (1.1,0,-1) et les sous-espaces F = Vect{u,t>,u;}, G = Vect{x,y}. 

1. Donner des bases et les dimensions de F, G, F OC et F + G. 

2. F et G sont-ils supplémentaires ? 

Exercice 16. Trouver le rang de chacune des famille suivantes : 

1. Fj = {{% 1), (-1, 1)} et J\= {(0,2), (1,2), (-1, 2)} dans R 2 . 

2. ^3 = {10, -5. 15), (-4,2. -6)}, ^ 4 -{(l.l,l),(2,-l,2),(l,-2,-l)}et 
*i = {(14, 0), (0,1,11,(1,0, !),(-!, 1,1)} dans R :l . 
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